LISTA 01_2 EQUAGOES DIFERENCIAIS
Solugdes de algumas equagoes diferenciais
Respostas no final
Gabaritos na pagina do professor

1. Resolva cada um dos problemas de valor inicial a seguir e desenhe os graficos das solucdes
para diversos valores de yo. Observe as semelhangas e diferencas entre as solugdes. (utilize
algum software tipo Maple ou outro para desenhar os graficos)

(a) dy/dt = -y + 5, y(0) = yo
(b) dy/dt = -2y + 5, y(0) =yo
(c) dy/dt = -2y + 10, y(0) = yo

2. Repita o Problema 1 para as equacdes de valor inicial a seguir:

(@) dy/dt=y -5, y(0) = yo
(b) dy/dt = 2y — 5, y(0) = yo
(c) dy/dt =2y — 10, y(0) = yo

3. Considere a equacao diferencial
dy/dt = —ay + b,
em que a e b sdo nimeros positivos.
(a) Encontre a solugéo geral da equacao diferencial.
(b) Esboce a solucéo para diversas condicdes iniciais diferentes.
(c) Descreva como a solugdo muda sob cada uma das seguintes condi¢des:
I. a aumenta;
il. b aumenta;
iii. Ambos a e b aumentam mas a razao b/a permanece constante.
4. Considere a equacao diferencial dy/dt = ay — b.
(a) Encontre a solucao de equilibrio ye.

(b) Seja Y(t) =y — ye, de modo que Y(t) € o desvio da solucao de equilibrio. Encontre a equacao
diferencial satisfeita por Y(t).

12. Considere uma populacdo p de ratos do campo que crescem a uma taxa proporcional a
populacao atual, de modo que dp/dt = rp.

(a) Encontre a taxa constante r se a populacéo dobra em 30 dias.

(b) Encontre r se a populacdo dobra em N dias.



14.

15.

16.

17.

18.

19.

Considere um objeto em queda livre sem resisténcia do ar.
(a) Escreva a equagéo que descreve o movimento
(b) Determine quanto tempo leva para o objeto atingir o solo
(c) Determine sua velocidade no instante de impacto

Considere o objeto de massa 25 g em queda livre como na aula, mas suponha agora que a
resisténcia do ar € proporcional ao quadrado da velocidade.

(a) Se a velocidade limite € 35 m/s, mostre que a equacao de movimento pode ser escrita como
dv/dt = [(35)? — v?]/125.

Veja também o Problema 25 da Sec¢éo 1.1.

(b) Se v(0) = 0, encontre uma expressao para v(t) em qualquer instante.

(c) Faca o gréfico da solucdo encontrada em (b) e da solucdo do exemplo da aula no mesmo
conjunto de eixos.

(d) Baseado nos graficos encontrados em (c), compare o efeito de um coeficiente de resisténcia
do ar quadratico com um linear.

(e) Encontre a distancia x(t) percorrida pelo objeto até o instante t.

(f) Encontre o tempo T que leva para o objeto cair 300 m.

Um material radioativo, como o isOtopo torio-234, desintegra a uma taxa proporcional a
guantidade presente. Se Q(t) € a quantidade presente no instante t, entdo dQ/dt = —rQ, em que
r >0 é a taxa de decaimento.

(a)Se 100 mg de t6rio-234 decaem a 82,04 mg em 1 semana, determine a taxa de decaimento r.
(b)Encontre uma expressado para a quantidade de tério-234 presente em qualquer instante t.
(c)Encontre o tempo necessario para que o tério-234 decaia a metade da quantidade original.
A meia-vida de um material radioativo € o tempo necessario para que uma quantidade desse
material decaia a metade de sua quantidade original. Mostre que, para qualquer material

radioativo que decaia de acordo com a equacdo Q' = -rQ, a meia-vida ¢ e a taxa de
decaimento r estdo relacionadas pela equacdor T =1In 2.

O radio-226 tem uma meia-vida de 1620 anos. Encontre o tempo necessario para que
determinada quantidade desse material seja reduzida da quarta parte.

De acordo com a lei do resfriamento de Newton (veja o Problema 23 da lista 01.1), a
temperatura u(t) de um objeto satisfaz a equacéo diferencial

du/dt = k(u-T).

em que T é a temperatura ambiente constante e k € uma constante positiva. Suponha que a
temperatura inicial do objeto é u(0) = uo.



(a) Encontre a temperatura do objeto em qualquer instante.

(b) Seja t o instante no qual a diferenca inicial de temperatura uo — T foi reduzida pela metade.
Encontre a relacao entre k e .

20. Suponha que um prédio perde calor de acordo com a lei do resfriamento de Newton (veja o
Problema 15) e que a taxa k tem valor 0,15 h~1. Suponha que a temperatura no interior era de
70°F (cerca de 20°C) quando ocorreu uma falha no sistema de aguecimento. Se a temperatura
externa estava em 10°F (cerca de —12°C), quanto tempo vai levar para a temperatura no interior
chegar a 32°F (0°C)?

21. Considere um circuito elétrico contendo um capacitor, um resistor e uma bateria; veja a Figura.
A carga Q(t) no capacitor satisfaz a equacao

em que R é aresisténcia, C € a capacitancia e V é a voltagem constante fornecida pela bateria.
(a) Se Q(0) = 0, encontre Q(t) em qualquer instante t e esboce o grafico de Q em funcéo de t.

(b) Encontre o valor limite QL para onde Q(t) tende apds um longo periodo de tempo.
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16.Suponha que Q(t1) = QL e que, no instante t =t1, a bateria é removida e o circuito é fechado
novamente. Encontre Q(t) parat > tl e esboce seu grafico.

22. Um pequeno lago contendo 1.000.000 de galbes (cerca de 4.550.000 litros) de agua nao
contém, inicialmente, produto quimico indesejavel (veja o Problema 21 da Lista 01.1). O lago
recebe agua contendo 0,01 g/gal de um produto quimico a uma taxa de 300 gal/h e a 4gua sai
do lago a mesma taxa. Suponha que o produto quimico esta distribuido uniformemente no lago.

(a) Seja Q(t) a quantidade de produto quimico no lago no instante t. Escreva um problema de
valor inicial para Q(t).

(b) Resolva o problema no item (a) para Q(t). Quanto produto quimico o lago tera ao final de 1
ano?

(c) Ao final de 1 ano, a fonte do produto quimico despejado no lago € retirada; a partir dai, o
lago recebe agua pura, e a mistura sai a mesma taxa de antes. Escreva o problema de valor
inicial que descreve essa nova situacao.

(d) Resolva o problema de valor inicial no item (c). Qual a quantidade de produto quimico que
ainda permanece no lago apds mais 1 ano (2 anos apos o inicio do problema)?

(e) Quanto tempo vai levar para que Q(t) seja igual a 10 g?

(f) Faca o grafico de Q(t) em funcao de t para até 3 anos.



23. Sua piscina, contendo 60.000 galBes (cerca de 273.000 litros) de agua, foi contaminada por 5
kg de uma tinta ndo toxica que deixa a pele de um nadador com uma cor verde, nada atraente.
O sistema de filtragem da piscina pode retirar a &gua, remover a tinta e devolver a agua para a
piscina a uma taxa de 200 gal/min.

(a) Escreva o problema de valor inicial para o processo de filtragem; seja q(t) a quantidade de
tinta na piscina em qualquer instante t.

(b) Resolva o problema encontrado em (a).

(c) Vocé convidou diversas duzias de amigos para uma festa em torno da piscina que esta
marcada para comecar em 4 horas. Vocé ja verificou que o efeito da tinta € imperceptivel se a
concentracdo é menor do que 0,02 g/gal. Seu sistema de filtragem € capaz de reduzir a
concentracao de tinta a esse nivel dentro de 4 horas?

(d) Encontre o instante T em que a concentracdo de tinta alcanca, pela primeira vez, o valor de
0,02 g/gal.

(d) Encontre a taxa do fluxo de &gua que € suficiente para obter a concentracdo de 0,02 g/gal
dentro de 4 horas.



Respostas
@y=5+(yo-5)e"
(b) y = (5/2) + [ yo = (5/2)]e™
©y=5+(yo-5)™

A solucéo de equilibrio € y =5 em (a) e (c), y = 5/2 em (b); a solucéo tende ao equilibrio mais
depressa em (b) e (c) do que em (a).

2.
(@y=5+(yo—5)e!

(b) y = (5/2) + [ yo - (5/2)] *
() y=5+(yo—5)e*

A solucao de equilibrio ¢ y =5 em (a) e (c), y = 5/2 em (b); a solucéo se afasta do equilibrio mais
depressa em (b) e (c) do que em (a).

3.
(@) y =ce? + (b/a)
(b)
() O equilibrio é mais baixo e é aproximado mais rapidamente
(ii) O equilibrio é mais alto
(iii) O equilibrio permanece o mesmo e é aproximado mais rapidamente.
4. (a) ye = b/a

(b)Y =aY

12.(a) r = (In 2)/30 dia—1

(b)r = (In 2)/N dia-1

14.(a) dv/dt=9,8,v(0) =0
(b)T=7,82s
(c)v = 76,68 m/s

15,
(b) v(t) = 35 tanh(7t / 25) m/s

(e)x =125 In cosh(7t/25) m
HT=11,04s
16.(a) r = 0,02828 dia™

(b)Q(t) - 100e-0,02828t



(c)T=245d

18.1620 In(4/3)/In 2 = 672,4 anos

19.@Q)u=T+ U -T)e™

(b)kt =1In 2

20.t=6,69 h

21.(a) Q(t) = CV(1 - e RS)

(b)Q(M — CV=0Qu

(c)Q(t) = CV exp[- (t - t1)/ RC]

22.(a) Q" =3(1-10"Q),Q(0)=0

(b)Q(t) = 10%4(1 — €73/ 10%), t em h; depois de 1 ano Q = 9277,77 g
() Q" =-3Q/ 104 Q(0) =9277,77

(d)Q(t) = 9277,77e731%4 t em h; depois de 1 ano Q = 670,07 ¢
(e)T = 2,60 anos

23.(a) g = - q/300, q(0) = 5000 g

(b)qg(t) = 5000e~¥300

(c)nédo

()T =300 In(25/ 6) = 428,13 min = 7,136 h

(e)r = 250 In(25/ 6) = 356,78 gal/min



