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Fatores Integrantes

Lembrando ...
Uma ODE linear de primeira ordem tem a forma geral
dy

em que a funcao f é linear em vy

Exemplos incluem equacoes com coeficientes constantes, com as
apresentadas anteriormente...

y = ay—b

ou equacgoes com coeficientes variaveis

dy B
2 T p(t)y = g(t)
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Coeficientes constantes
No caso das ODE com coeficientes constantes

y = ay—b

ja vimos que podem ser resolvidas utilizando métodos de calculo...

dy
dy b dar J dy J
 — —— — — ——= | adt
dt aly a) p- ¢ = y — b
Yy —4 a
b b b
e l ——| = at C — | = pat+C ——=ie“tec
n\y . at + = ‘y . e = Y .
= ¥ =—+ke k = +e€ A solugéo geral é: y(t) = — +ke

a B 3
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Coeficientes variaveis

. L d
No caso das ODE com coeficientes variaveis d_)t/ + p(t)y = g(t)

O método para resolver ela envolve multiplicar a equacao por uma funcao p(t)
escolhida de forma que a equacéo resultante seja facilmente integravel, vejamos
um exemplo para o caso onde somente g(t) e variavel...

t
Considere a equacao y + 2y =e2
, t
Multiplicando por pu(t) u®)y +2u(t)y = e2u(t)
Escolhemos p(t) de forma que a parte d

esquerda da equacdo seja uma derivada —[p@yl=pu®) y +u @©y
conhecida. Lembrando a regra do produto....

escolhemos u(t) de forma que:  u'(t) = 2u(t) =  w(t) =e*
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Coeficientes variaveis

Com pu(t) = e’ resolvemos a equacao original da seguinte forma:

t , t ,
y + 2y =e2 U@y +2u(t)y = ezu(t) e’ty +2e’'y = e?

da ., 5t
—le“y] = e2
dt 2 M T T e T
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Coeficientes variaveis

Para um lado direito g(t) qualguer, o método geral é:
y + ay =g()
u(t)y +au(t)y = u)g(t)
eaty’ 4+ aeaty — eatg(t)
< [e®y] = e g()
dt
ety = j e g(t)dt

y=e # f e g(t)dt + Ce™*

Vejamos um exemplo...
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Fatores Integrantes

Méetodo geral
Vamos voltar & equacao diferencial linear de primeira ordem y +p(t)y = g(¢t)

Diferentemente do caso anterior, agora o termo p(t) perante y também é variavel

Seguimos 0 mesmo procedimento ja explicado....multiplicamos por B(t)

k@Y +uOp©)y = n©Og©  exigimos.... O _

dt
du(t)
Vamos supor temporariamente que B(t) é positiva Cg) = p(t)
U

In(u(t)) = fp(t) dt + Escolhendo a constante arbitraria k como zero obtemos
a funcao mais simples possivel para u(t), a saber,

u(t) = efp(t)dt substituindo em.... dZit) = u(t)p(t) obtemos...
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Metodo geral

d
. [u(®)y] = u(®)g(t) deonde... u(t)y = j,u(t)g(t) dt + C
1
A solucéao final sera  y(t) = Ft) fu(t)g(t) dt + C
o . ty + 2y = 4t
Exemplo. Resolva o problema de valor inicial a seguir y(1) = 2
.2 . . z
y +-y=4t O fator integrante serd; p(t) = eJ POIt = oJ7at = p2inltl — 42

Multiplicando por t2...  t%y + 2ty = 4¢3 (t%y) = 4¢3 t2y =t*+C

C 1
logo... y(t) =t*+ = Para y(1) = 2 teremos C=1 y =t + =
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Andlise... _ 2 L \/ i
y=t +t2 ;

é a solucao do problema de valor inicial.

Essa solucéo corresponde a curva que contém
0 ponto (1, 2) na figura.

Note que ela torna-se ilimitada e se aproxima S
assintoticamente do semieixo positivo dos y 1

guando t — O pela direita.

Esse é o efeito da descontinuidade infinita do coeficiente p(t)=2/t na origem.
A funcdo y = t° + (1/t?) para t < 0 ndo é parte da solucdo deste problema de valor

Inicial.

Esse é o primeiro exemplo no qual a solucdo nao existe para alguns valores de t.
Novamente, isso é devido a descontinuidade infinita de p(t) em t = 0, que restringe a

solucéao ao intervalo 0 <t < «,
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Andlise... y=t2+l2

t
Olhando para a figura, vemos que algumas
solucOes (aquelas para as quais ¢ > 0) sao
assintdticas ao semieixo positivo dos Yy
gquando t — O pela direita, enquanto outras
solucbes (para as quais ¢ < 0) sao
assintoticas ao semieixo negativo dosy.

A solucao para a qual ¢ = 0, a saber, y = t?, permanece limitada e diferenciavel até
emt=0.
Se generalizarmos a condic¢ao inicial para y(1) =y, implica que C = y,-1 portanto:

Yo — 1
tZ

existe um valor inicial critico, a saber, y, = 1, que separa solucdes

gue se comportam de duas maneiras bem diferentes.
t>0sey,#1 .

y =t%+
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Resolver e analisar as solucgoes 2y +ty=2 y(0)=1
Colocar a equacao na forma padrao (para identificar quem é p(t) e g(t) ).

t2

.t | , t
y +-y =1 ofatorintegrante serd: (t) = ef PDAt = oJ39t — 7

t?  t t? t?

A expressao a esquerda do sinal de igualdade é .2 ;2
. t? . edy=|eddt+C
a derivada de e + y; portanto, integrando obtemos Y f
1 t? C : ~
A integral ndo pode ser calculada em

Finalmente y=-—/7|[e4dt+— ~
0T o7 Lermos das funcoes elementares de modo
gue deixamos a solucao na forma integral.
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Resolver e analisar as solucoes 2y +ty=2 y(0)=1
O C
Resolvendo aintegral ¥y =— | e4dt+—
ed "V e4

para diferentes valores de t e colocando os 4
resultados em um grafico, vocé pode obter
um grafico da solucéo.

Para isso pode utilizar um método :
numeérico de aproximacao (Softwares como ' | | |
o Maple, e o Mathematica executam esses
calculos rapidamente)
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Lista de exercicios disponivel em:

Disciplina TE315 (Equacoes Diferenciais para Engenharia Elétrica)

Gabaritos disponiveis no mesmo endereco
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http://www.eletrica.ufpr.br/p/professores:patricio:inicial

