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Equacoes Exatas

INTRODUCAO

Para resolver equacoes diferenciaveis de primeira ordem, existem
diversos meétodos de integracao aplicaveis a varias classes de
problemas.

As equacoes mais importantes sao as lineares e as de variaveis
separaveis, que discutimos anteriormente. Vamos considerar agora uma
classe de equacdoes conhecidas como equacoes exatas, para as quais
também existe um método bem definido de solugao.

Lembre-se, no entanto, de que as equacoes de primeira ordem que
podem ser resolvidas por métodos de integracao elementares como os
ja vistos, sao bastante especiais; a maioria das equacgdes de primeira
ordem nao podem ser resolvidas por estes metodos.

Vamos comecar por um exemplo de equacao exata...



Equacoes Exatas

EXEMPLO 1
Suponha a equacao diferencial 2x +y%2 +2xyy = 0
Esta equacao nao é linear nem separavel, P W
entretanto poderiamos notar que a fungao 2x 4+ y? =— = 2xy =—
Y(x,y) = X%+ xy? tem a seguinte propriedade: 0x dy

~ . . G‘P 0¥ dy
Portanto, a equacéo original pode ser escrita como: =0

dx 6y dx
d¥(x,y) d

Que, considerando que y = f(x), pode ser escrita como: ¥
X

Integrando obtemos WY(ix,y) =x*+xy?+C

= (x?2+xy%) =0



Equacoes Exatas

Ao resolver a equagdo diferencial, o passo-chave J¥ , ,
reconhecer que existe uma funcdo ¥ que satisfaz as 3, _ <* TV
condicoes

De modo geral, seja a equacao diferencial M(x,y) + N(x,y)y =0

e suponha que podemos identificar uma funcao w(x,y) tal que:

0¥(x,y) 0¥(x,y)
> - Mxy) 3y N(x,y)

e que Y(x,y)=C define y=¢(x) implicitamente entao....
0¥ (x,y) N 0W(x,y)dy _d¥[x,¢(x)]

M(x,y) + N(x,y)y =

0x dy dx dx
Desta forma a ODE original se transforma em: le[xC;qb(x)] =0
X

Evidentemente as solugdes desta equacao sao as infinitas w(x,y)=C (implicitas)
Este tipo de ODE € chamada de Equacao Diferencial Exata
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Equacoes Exatas

No EXEMPLO 1 foi relativamente facil ver que a equacao diferencial era exata
e, de fato, foi facil encontrar sua solucao, pelo menos implicitamente,
reconhecendo-se a funcao desejada y.

Para equacdoes mais complicadas, pode nao ser possivel fazer isto tao
facilmente.

Duas perguntas sao fundamentais:

1. Como podemos saber se determinada equacao € exata? e, se for...
2. Como podemos encontrar a funcao w(x, y)?

O teorema a seqguir responde a primeira pergunta, e sua demonstracao
fornece um modo de responder a segunda



Equacoes Exatas

TEOREMA
Suponha que uma ODE possa ser escrita na forma:

M(x,y) + N(x,y)y =0 (1)

em que as fungbes M, N, M, e N, sdo todas continuas na regido retangular
R(X,¥): a<x<p, y<y<d
Entao a equacao diferencial (1) € exata em R se, e somente se:

My(x,y) = Nx(x,y) V(x,y) ER (2)
em outras palavras, sempre existe uma funcao ¥ que satisfaz as condicoes
Ye(x,y) = M(x,y) Y, (x,y) = N(x,y) (3)

se M e N satisfazem a condicao (2)



Equacoes Exatas

EXEMPLO 2
dy x+4y ,
Suponha a equagéo diferencial = = (x+4y)+(@x—y)y = 0
dx 4x—y
Novamente, esta equacdo nao é linear nem M(x,y) = x + 4y
separavel (identifigue o por qué), propomos.... N(x,y) = 4x — y

Verificamos se M, (x,y) = N,(x,y) M, (x,y) =4 = N,(x,y) !l
Vamos construir a funcao Y(x,y). A partir do teorema exigimos que:
Y, =M(x,y)=x+4y Y, =N(x,y) =4x—y

Portanto, integrando uma dessas equacoes...

Y(x,y) = f‘Px (x,y)dx = f(x + 4y)dx = %xz + 4xy + C(y)




Equacoes Exatas

EXEMPLO 2

Obtivemos: WY(x,y) = %xz + 4xy + C(y) gue cumpre W, =M(x,y) =x+ 4y
Mas é necessario também cumprir ¥, = N(x,y) =4x —y
Para isso utilizamos a C(y) da seguinte forma: ¥, =4x—y =4x+ C (y)

Comparando é evidente que: C (y) = —y Mas precisamos de C(y)!!!
2

Integrando pory...  (C(y) = f C'(y)dy = _y7 1+ C
1 y? 1, y?
Desta forma:  Y(x,y) = Exz +adxy ==+ C Y(x,y) = X+ dxy — =

E pelo teorema as solucdes (implicitas) sao todas as : | W(x,y) = x? + 8xy —y? =C

S
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as solucoes) e algumas solucdes y(x)

O grafico do campo de direcdes (todas
especificas s&o apresentadas a seguir:
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Equacoes Exatas
EXEMPLO 2

As solucdes obtidas foram definidas implicitamente por  x% + 8xy — y* =C

Neste caso particular podemos expressar elas explicitamente...

Para isso resolvemos a equacao acima paray y2 —x?—=8xy+C =0

y =4x ++/17x2 + C

C=5 107 C=0 N‘

= —
1 B N
T T
T T T T T
T T T T T T T T
B s
P
7

T T T T T T

10




Equacoes Exatas

EXEMPLO 3

Encontre as solugdes da ODE (ycosx + 2xe¥) + (senx + x%e¥ — 1)y =0

Evidentemente, esta equacao M(x,y) = ycosx + 2xe”

nao € nem linear nem separavel N(x,y) = senx + x%2e¥ — 1
Verificamos se M, (x,y) = Ny (x,y) M, (x,y) = cosx + 2xe” = N, (x,y) !l
Quer dizer que é exata e M(x,y) = ycosx + 2xe¥ =¥,

portanto existe W!!! tal que: N(x,y) = senx + x%e¥ —1 =¥,

Integrando... ¥(x,y) = jLPx (x,y)dx = J(ycosx + 2xe¥)dx = ysenx + x°e¥ + C(y)

Derivando por y e igualando.. W, (x,y) = senx + x?e¥ 4+ C (y) = senx + x%e¥ — 1

Obtemos: C(y)=-1 Cly)=—-y+C Y(x,y) = ysenx + x?e¥ —y =C
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Equacoes Exatas

EXEMPLO 3
A equacao e as solucdes sao dadas por:

(ycosx + 2xe¥) + (senx + x%e¥ —1)y =0  ysenx +x%eY —y=C
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Equacoes Exatas

EXEMPLO 4
Suponha a equagcao diferencial Gxy+y3)+(x*+xy)y = 0

~ ~ ‘ST —_ 2
Novamente, esta equagdo ndo é linear nem M(x,y) =3xy +y
separavel ....tentamos exata.... N(x,y) = x? + xy

Verificamos se M, (x,y) = N, (x,y) M, (x,y) =3x + 2y # Ny (x,y) = 2x +y !l

Algumas vezes e possivel converter uma equacao diferencial que ndo é exata em
uma exata multiplicando-se a equacao por um fator integrante apropriado.

Esse foi 0 procedimento gue usamos para resolver equacoes lineares.

Vamos investigar a possibilidade de usar essa ideila em um caso geral...
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Equacoes Exatas

EXEMPLO 4

Vamos multiplicar a equacao geral original M(x,y) + N(x,y)y =0
por uma funcao u e depois tentar escolher u de forma que a equacao resultante:

uG,IM(x,y) + u(x,y)N(x,y)y =0

seja exata, ou seja, pelo teorema: (uM), = (uN),

Lembrando que M e N sao funcbOes conhecidas, a funcao @ (chamada de fator
Integrante) tem que satisfazer a equacao diferencial parcial de primeira ordem:

M.uy_N.ux+(My_ x):u: 0

Infelizmente, esta equacao é, em muitos casos, pelo menos tao dificil de resolver
guanto a equacao original... na pratica so pode ser utilizada em casos simples...
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Equacoes Exatas

EXEMPLO 4

As situacO0es mais importantes nas guais fatores integrantes simples podem ser
encontrados ocorrem quando y € uma funcao de so uma das variaveis x ou y, em

vez de ambas.

Supondo que u é uma funcao so de x, a derivada parcial y, se reduz a derivada
ordinaria du/dx e p, = 0. Fazendo essas substituicdes na equacao anterior....

du
O—NE+(My—Nx)u=O

Obtemos:
dp My — Ny

dx N

U

Esta € uma equacéao linear e separavel...

Vamos aplicar este procedimento a Bxy+y3) + (x2+xy)y = 0



Equacoes Exatas

EXEMPLO 4
Retomamos a equagio Gxy+y3)+(x*+xy)y = 0
Calculamos o fator integrante My =Ny 3x+2y—(2x+y) 1
N x? + xy X
d
logo E_E portanto... u(x) =x
dx x

Multiplicando a equacao original

i 3x%y + xy?) + (x3 + x%y)y =0
por esse fator integrante teremos: (3x%y +xy") +( )y

em que: M, (x,y) = 3x* + 2xy = N, (x,y) = 3x* + 2xy
Portanto existe W(x,y) tal que:  W,(x,y) = x> + x?y Y. .(x,y) = 3x%y + xy?
1
Integrando etc. etc...encontramos as solugdes: x°y +-x%y*=C iy

2




Equacoes Exatas

EXEMPLO 4
~ .. : : : 1
As solucgoes explicitas podem ser facilmente obtidas pois  x3y + Exzyz =C
A At 1 2.,2 3
é quadratica em ... SXY X y+C=0

Lista de exercicios disponivel em:

Disciplina TE315 (Equac0des Diferenciais para Engenharia Elétrica)

Gabaritos disponiveis no mesmo endereco
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