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ODE 22 ordem homogéneas com coeficientes constantes [@¥ataI:

INTRODUCAO

Uma ODE de segunda ordem tem a forma

. _d%y I
y —dtz_f('yiy)

em que f € uma funcao conhecidadet,yey’

Em geral, a variavel independente sera t, ja que o tempo €, com frequéncia, a
variavel independente em fendmenos fisicos, mas, algumas vezes, usaremos X
em seu lugar. Em geral utilizaremos y como variavel dependente

Esta equacao é dita linear se a
funcado f é linear emy ey’ ou seja:

, d
(6,9, y ) = 9O~y - (O

Esta equacéo é dita homogénea se g(t)=0 P(t) + Q(t) — + R(t)y =0



ODE 22 ordem homogéneas com coeficientes constantes a3

[=}

INTRODUCAO

Uma vez resolvida a equacao homogénea, sempre é possivel resolver a
equacao nao homogénea correspondente ou, pelo menos, expressar sua
solucao em funcao de uma integral. Assim, o problema de resolver a equacao
homogénea € o0 mais fundamental.

Vamos concentrar nossa atencédo, nesta aula, nas equacbes nas quais as
funcoes P, Q e R sao constantes (coeficientes constantes). Nesse caso teremos,

ay +by +cy=0
com as condic¢des iniciais do tipo:  y(ty) = Yo y (t0) = o

Vamos ver um exemplo...
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Exemplo 1
Resolver a equacao: y —y=0 y(0) = 2 y (0) = -1
Em outras palavras, esta equacdo diz que procuramos uma funcdo com a

propriedade de que a derivada segunda da funcao e igual a ela mesma.

Um pouco de reflexdo produzira, provavelmente, pelo menos uma dessas funcoes,
a saber, a funcao exponencial y,(t) = el.

Um pouco mais de reflexao poderia produzir, também, uma segunda funcéo, y,(t) =
e,
Multiplos constantes dessas duas solucdoes também séo solucoes?
Por exemplo, as funcoes 2et e 5e~' também satisfazem a equacéao, por qué?
Da mesma forma, a soma de duas solucGes quaisquer também é uma solucéao...
— — t -t

y = 1Y1() + c2y2(8) = cie” + cpe

Voltando a nossa equacao... 4
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Resolver a equacéo: y —y=0 y(0) = 2 y (0) = —1

Colocandot=0ey=2em: vy =c;y,(t) + cy,(t) = cyet + c,e7t
obtemos... ¢ +c¢; =2

diferenciando aplicamos a segunda condicdo... y = ciet —cye™"

em que: para t=0 e y'=-1 teremos... c;—c, =—1
1 3
resolvendo encontramos... C1=5 = >
. ~ 1 3
gue da a solucao do problema... y=—et+oet
2 2

Vamos ver agora uma metodologia para resolver qualquer equacao deste tipo... 5
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Solucao geral

Analisando o que fizemos podemos obter a metodologia geral para resolver
gualgquer equacao de segunda ordem com coeficientes constantes

ay +by +cy=0

Em primeiro lugar, as solucdes sao funcdes exponenciais do tipo e

Entdo... y=e™ e y =ret y" = r2emt

Equacao
caracteristica

Logo... ay +by +cy=0 —> ar’+br+c=0

se r € uma raiz deste polindmio, entao y = e" € solucado da equacéao diferencial !!!
e podemos colocar qualquer constante C na frente e seguira sendo solucéao...

Ha trés possibilidades para as r solucaéo da equacéao polinomial....
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Solucao geral
ela tem duas raizes que podem ser reais e distintas, reais e iguais, ou complexas
conjugadas

Vamos considerar, por enquanto, o caso das raizes serem reais e distintas e
chamamos essas raizesr, er, ...

Entdo y = e™! e y = e™! sdo ambas solucbes da equacéo diferencial e portanto:

y = 191 (t) + ¢y, (t) = cie™t + c et também é solugéo

Substituindo y = c;rqe™t + et ey =criet + c,rfe™! na equacgdo
diferencial inicial ay + by +cy =0
Obtemos... c;(arf + bry + ¢)e™t + c,(ar? + bry + ¢)e™t= 0

que de fato € = 0 pois os paréntesis séo =0 ja que r, e r, S&0 raizes 7
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Solucao geral

Vamos continuar supondo que gqueremos uma solucao especifica das infinitas
solu¢des dadas pela equacdo c,(ar{ + bry + c)e™t + c,(ary + bry, + ¢)e™t=0

Vamos considerar as condi¢coes iniciais y(ty)=y, € y’(to):y(',

Substituindo em y = ¢;e™t + ¢ e2t

!/
'r‘ —
| = Yot — Yo o~T2t0
n—n n—n

—11t —
e 10,C

t to — I

cie’tto + c,e™2to =y, N Yo — YoT2
| =

cyrie’to + coryem2to = yg

Como desde o inicio estamos considerando que r, — r, # 0, nao importa quais
condicOes iniciais sejam dadas, sempre é possivel determinar c, e ¢, de modo
gue as condicoes iniciais sejam satisfeitas.

Portanto, chamamos a equacdo y = c;e"'+ c,e™! de solucdo geral da
equacdoay +by +cy=0

8
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Exemplo 2
Resolver a equacdo: y" +5y"+6y=20,y(0) =2,y'(0) =3

1. Supondo que y(t) = e, segue que r tem que ser raiz da equacao caracteristica
2 4+5r+46=0 e +2)r+3)=0

2. Resolvendo obtemos os valores possiveis derque saor, =-2er,=-3

Assim, a solucéo geral da equacao é

y(t) = cie %t + ce73t

3. Considerando as condigoes iniciais teremos: G+C, =2 =, =9,¢,=-7
—2¢,—3C, =3

4. Portanto: |y(t) = 9e %t — 7e~3t 9
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Exemplo 2 Equacao: Soluco:
Y +5y +6y=0,y(0)=2,y'(0)=3  y(t) =9e 2 — 73

251
| Qual o valor maximo atingido por esta solucao?

y(t) = 9e %t — 773t
y'(t) = —18e %t + 21e 3t = 0
6e—2t — 78_3t
. et =7/6
" t =1In(7/6)
] t = 0.1542
0.5 y =~ 2.204

. 05 1, 15 2 25 "
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Lista de exercicios disponivel em:

Disciplina TE315 (Equacoes Diferenciais para Engenharia Elétrica)

Gabaritos disponiveis no mesmo endereco
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