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INTRODUCAO
Uma equacao diferencial linear de ordem n é uma equacao da forma

dny n—1y
Po(t) —+ P(t)

dy
e + -+ P, 1(t) +P 2 (H)y = G(t)

Supomos que as funcdes Py, . . ., P,, e G s&o fungbes reais e continuas definidas
em algum intervalo |: a <t < [3, e que P, nunca se anula nesse intervalo. Entao,
dividindo a equacao por P,(t), obtemos

n

d n-1
LY = 2 4 o) e+ 4 Pt (0 2+ Py = 9O

Como esta equacao envolve a n-ésima derivada, serdo necessarias, n
iIntegracOes gerando n constantes arbitrarias. Portanto, que, para obter uma Unica
solucao, sera preciso especificar n condicoes iniciais

Y(to) = yo,¥' (to) = Y6, o, Y D(t) = y5
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TEOREMA 1

O teorema a seguir, semelhante ao teorema para equacOes de segunda ordem,
garante que o problema de valor inicial tem solucao e que ela € Unica.
Considere o problema de valor inicial de ordem n a seguir:

n

d y Tl—ly dy
— PO o P (D L+ ey = g()

y(to) = ¥0,¥'(t0) = ¥, -,y @D (&) = 35" 7

Se as funcdes p4, Py, - - ., P, € g SA0 continuas em um intervalo aberto |, entdo
existe exatamente uma solucao y = ¢(t) da equacao diferencial que também
satisfaz as condigoes iniciais, em que t, € qualquer ponto em |. Essa solucéo
existe em todo o intervalo I.

Vamos ver o caso da equacao homogénea
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A Equacao Homogénea
Como no problema correspondente de segunda ordem, vamos discutir primeiro a
equacao homogénea

ny dn—ly dy
Lyl=—2+ O mg + -+ pna (O o+ pu(0)y =0
Se as fungbes vy, V,, . . ., Y, SA0 solugcoes da equacédo, segue, por calculo direto,

gue a combinacao linear a seguir também e solucao

y(t) = c1y1(t) + c2y2(8) + -+ cpyn(t)

Todas as solucoes da equacao podem ser expressas como uma combinacao linear
de y1, ..., yn se for possivel escolher as constantes c;, . . ., ¢, de modo que a
combinacéao linear delas satisfaca as condicoes iniciais

c1Y1(to) + -+ cpym(to) = Yo
c1y1(to) + -+ Cn)’ﬁ(to) = Yo

ey () + A it )(to)— (n=1)
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A Equacao Homogénea

Esse sistema de equacdOes tem uma uUnica solucao se o wronskiano nao € nulo em
t=t
0 yi(to)  ya(to) - ya(to)

W v oy t0) = | 7200 valfo) v Yalto)

. . " s
Yty ) o TP ()

Como t, pode ser qualquer ponto do intervalo I, € necessario que W(y,, Yo, - - ., Y,)
seja diferente de zero em todos os pontos do intervalo.

Do mesmo modo como para as equacOes de segunda ordem, pode-se mostrar
que, se Yy, Y-, . .., Y, Sao solucdes da equacao, entdo W(y,, ¥, . . ., Y,) OU € Zero
para todo t no intervalo I, ou hunca se anula ai.

A partir destes resultados podemaos escrever o seguinte teorema:
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TEOREMA 2

Considere novamente o problema de valor inicial de ordem n a sequir:

dn dn-1 d

2+ PO Ty + e D (O =+ Pa(D)Y = (O

y(to) = Y0¥ (t0) = ¥ -, Y™ V() = 35"
Se as funcgoes p4, p,, - - ., P, forem continuas no intervalo aberto |, se as funcdes
Yi, Yo, - - ., Y, fOrem solucoes da equacao diferencial e se W(y,, Yo, - . ., Y )() # 0

para pelo menos um ponto t em |, entdo toda solucao y(t) da equacao € uma
combinacao linear das solucoes y;, ¥,, - . ., Yp

y(t) = c1y1(t) + c2y2(t) + -+ + cpyn(t)
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TEOREMA 2

Um conjunto de solugdes y,, Y, - . ., ¥, Cujo wronskiano néo se anula € chamado

de conjunto fundamental de solucoes.
Como todas as solucoes da equacao sao da forma y(t) = cyy,(t) + c,y,(t) +

-+ c,y,(t), usamos o termo solucao geral para nos referir a uma combinacao
linear arbitraria de qualquer conjunto fundamental de solucoes

Dependéncia e Independéncia Lineares. Lembrando a algebra linear, as
funcoes f,,f,,....f, sao ditas linearmente dependentes em um intervalo | se existir

um conjunto de constantes k,, k,, . . ., k,, nem todas nulas, tal que

klfl(t) + szz(t) + et knfn(t) =0

Caso contrario sao ditas linearmente independentes

Vejamos alguns exemplos... ,
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EXEMPLO 1

Determine se as funcdes f,(t)=1, f,(t)=t e f;(t)=t*> sdo linearmente independentes
ou linearmente dependentes no intervalo I: —« <t < =,

Formamos a combinacao linear e igualamos a zero... ky + kot + kst? =0

Se esta equacéo for valida para todo t em I, entdo ela certamente sera valida em
trés pontos distintos em |. Quaisquer trés pontos servirdo para Nnosso proposito,
escolnemost =0,t =1 et = —-1. Calculando a equacao em cada um desses
pontos, obtemos o sistema de equacoes

kl == O

kl + kz + k3 = O

k]_ - kz + k3 - O

Da primeira k; = 0; das outras duas equacbes segue que k, = k; = 0 tambéem.
Logo, as funcdes dadas nao sao linearmente dependentes em | e, portanto, tém
gue ser linearmente independentes.
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EXEMPLO 2
Determine se as fungdes f,(t)=1, f,(t)=2+t, f5(t)=3-t? e f,(t)=4t+t> sdo linearmente
Independentes ou linearmente dependentes no intervalo I: —« <t < «,

Formamos novamente a CL ki +k,(2+ ) +ks(3—t2) +k,(4t +t2) =0

Rearranjando termos... (ky+2ky + 3k3) + (ky +4k )t + (—ks+k)t2 =0
Para que essa expressao seja nula em o intervalo, certamente basta requerer que

(ky+2ky + 3ks = 0
(k, +4k,) =0
(k3+ky) =0
Essas trés equacdes com quatro incognitas tém infinitas solucoes. Por exemplo, se

k,=1,entdok;=1,k, =—4 ek, =5.
Portanto as funcdoes sao Linearmente Dependentes e nao formam um conjunto

fundamental de solucdes nesse intervalo I.
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A Equacao Nao Homogénea
Vamos discutir agora a equacao nao homogénea

dny dn—ly dy
Lly] = T T p1(t) T T pn—l(t)a + pa(D)y = g(t)

Se Y, e Y, sao duas solucoes quaisquer da equacao, segue imediatamente, da
linearidade do operador L, que

LY, = Y;] = L[Y;] — L[Y,] = g(t) —g(t) = 0
Portanto existem os coeficientes c,, c,, ..., C, tals que:
Y1(t) = Y2(t) = c1y1 () + c2y2(8) + -+ cpyn(t)

De onde segue gue qualquer solucao y(t) da equacao nao homogénea pode ser

escrita na forma
y(t) = c1y1(t) + c2y2(8) + -+ cpyn(t) + Y (t)

em que Y é alguma solucao particular da equacao nao homogénea .
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RESUMO

O problema basico é determinar um conjunto fundamental de solucées yy, Ys,...,¥Y,
da equacao homogénea.

Se o0s coeficientes forem constantes, esse € um problema relativamente simples
gue sera discutido na proxima aula.

Se os coeficientes nao forem constantes, &€ necessario, em geral, usar métodos
numericos como ou de expansao em série que veremos mais adiante.

Para encontrar uma solucao particular Y(t), temos novamente o meétodo dos
coeficientes indeterminados e como veremos o da variacao de parametros.
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Lista de exercicios disponivel em:

Disciplina TE315 (Equacoes Diferenciais para Engenharia Elétrica)

Gabaritos disponiveis no mesmo endereco
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