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METODO DA VARIACAO DE PARAMETROS

INTRODUCAO

O método da variacdo de parametros serve para determinar uma solucao
particular de uma equacéo diferencial linear ndo homogénea de ordem n e € mais
geral do que o metodo de coeficientes indeterminados, pois funciona para

gualquer funcao continua g(t)

Lyl =y + pyy™™ D + oot pp 1y + 0y = g(t)

Suponha que conhecemos um conjunto fundamental de solucbées y,, Y,, ..., Y, da
equacao homogénea. Assumimos que a solucao particular tem a forma:

Y(t) = u (O)y1(t) + uz(8)y2(t) + -+ + un(t)yn(t)
em que Uy,...,u,, sao n funcoes a serem determinadas

Para encontrar estas n funcoes precisamos de n equacoes...
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Como precisamos determinar n funcdes, teremos que especificar n condices. E
claro que uma dessas € que Y satisfaca a equacao diferencial.

As outras n — 1 condicoes sao escolhidas de modo a tornar os céalculos o mais
simples possivel.

Vamos a seguir impor condi¢cO0es gue suprimam 0s termos contendo as derivadas
de ordem mais alta de uy, . . ., u,...derivando a expressao anterior obtemos...

Y'= iy +upys + -+ updn) + (weyy + uzy; + -+ unyn)
A primeira condi¢cdo que impomos é: Uy, + UV, + o+ Uy, =0

Segue que Y' se reduz a: Y' =uy; +upy; + -+ updp
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Continuamos esse processo calculando as derivadas sucessivas Y", . . ., YD,
Depois de cada diferenciacao, igualamos a zero a soma dos termos envolvendo
as derivadas de u;, . . ., U, Dessa forma, obtemos mais n-2 condigoes

semelhantes a anterior, ou seja, de
V" = (uy1 + ugys + -+ upyn) + Wiy + wpyz + -+ updy
obtemos: Uy +usyy + o+ upyy, =0

Assim obtemos as condi¢coes uiylm) + uéyzm) + -+ u,gy,ﬁ’") =0

Como resultado dessas condicdes, segue que as expressoes para Y", ..., YD
se reduzem a:

y(m — ulyl(m) + 4 uny,gm) m=273,..n—1
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Finalmente, precisamos impor a condicao de que Y tem que ser solucao da

equacao diferencial. Calculando Y1) obtemos:
/ -1 / -1
Yy = (ulyl(n ) Tt unyr(zn )) + (u1y1 T URYy )

Para satisfazer a equacao diferencial, substituimos Y e todas suas derivadas
obtidas na equacao inicial...

yW + o, )y ™D + -+ p 1 ()Y + (V)Y = g(t)

Depois agrupamos os termos envolvendo cada uma das fungdes y,, ..., Y, € suas
derivadas.

Segue que a maioria dos termos desaparece porque cada uma das fungcoes vy, . ..
, Y, € uma solucéo da equacao inicial e, portanto, L[y]=0 i=1, 2,...,n.

Os termos restantes fornecem a relacao

’ -1 ’ -
upy" Y et upyyt Y = g(b) 5
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Esta equacao uiyl("_l) + -+ u;y(""l) = g(t)

n

junto com a primeira condicdo Uy, +usy, + o+ upy, =0

e as outras (n-2) condicdes  uly™ +uhyi™ + -+ uly™ = 0

fornecem n equacgOes algébricas lineares ndo homogéneas simultaneas para u’;,

us, ..., u',
Wy, ++upgy; =0
wy; + -t upyn =0
wyy + ot upyy =0

/ -1 / —
uly™ Y b uly MY = g ()
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Este é um sistema algebrico linear para as quantidades desconhecidas u'y, u’,, ...,
u',.
Resolvendo esse sistema e integrando as expressodes resultantes, vocé pode obter

os coeficientes ug, . . ., U,.

Uma condicdo suficiente para a existéncia de uma solucao desse sistema de
equacotes € gue o determinante da matriz dos coeficientes ndo seja nulo para cada
valor de t.

No entanto, o determinante da matriz dos coeficientes e exatamente W(y,, ¥,, . . .,
y.), que nunca se anula, ja que y,, . . ., Yy, formam um conjunto fundamental de
solucOes da equacao homogénea.

Portanto, é possivel determinar u’;, u’, ..., U',.

Usando a regra de Cramer, podemos escrever a solucao do sistema de equacoes na
forma
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g Wy, (t)

Uy, (t) = W m=12..,n em que W (t) = W(yq, ..., ¥n)(t)

W, é o determinante obtido de W substituindo a m-ésima coluna pela coluna (0, O,
...,0,1).

t
g(s)Wp(s)
Inteqrando obtemos... — =1, ...
g Uy, (1) jt Wes) ds m=1,..,n

0

Com essa notacao, uma solucado particular da equacéo original € obtida por

Integracao:
N[ [F I W (s) ]

em que t, é arbitrario
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Exemplo 1

determine uma solucao particular da seguinte equacao diferencial em funcao de
uma integral

y'—y" =y +y=g(t)

Sabendo que y,(t) = el, y,(t) = t-et e y,(t) = e' sao solugdes da equacédo homogénea
associada, e sabemos que uma solucao particular € dada por:

t ZSW (S)
Y@-ZM TS as (e

Vamos calcular W(t) que vai dentro da integral...
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Exemplo 1
P et tet et

W(t) = W(et tet,e ) =|et (t+1e" -—e
et (t+2)et et

Colocando em evidéncia e retirando do determinante 1 t 1
et nas duas primeiras colunas e etda terceira coluna W(t) =et{1 (t+1) -1
(ou seja teriamos et-el-et = el), obtemos 1 (t+2) 1
1 t 1
Subtraindo, entao, a primeira linha da segunda e da |y (¢) =et|lo0 1 -2
terceira, temos 0 2 0

Finalmente, calculando este ultimo determinante vemos que W(t) = 4et
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Exemplo 1

A seguir calculamos W,(t) W, (t) =[0 (t+ 1De? —ef|=-2t-1
1 (t+2)et et

Da mesma forma para W,(t) e Wy(1)...

ot g ot el tet 0
W) =[et 0 —e t|=2 Wa(t) = e’ (t+De’ Of =e*
ef 1 et et (t+2)e" 1
3 teZSWk(S)
Substituimos esses resultados na expressao Y (t) = Z [ f W(s)
k=1""to

dS] Vi (1)

11



METODO DA VARIACAO DE PARAMETROS

Exemplo 1

ST rt o2s
B e Wi (s)
Y@—;[L TS as (o

La(s)(=2s —1 t2a(s tg(s)e?s
=etj 9(s)( )ds+tetf g()ds+e_tf 9(s) ds
t t

4es

0
1 t
=2 {et=S[-1+ 2(t — 5)] +e~ 9} g(s)ds
Lo

Dependendo da funcao especifica g(t), pode ser possivel, ou nao, calcular
as integrais.
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Lista de exercicios disponivel em:

Disciplina TE315 (Equacoes Diferenciais para Engenharia Elétrica)

Gabaritos disponiveis no mesmo endereco
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