LISTA 05_2 EQUAGOES DIFERENCIAIS
Solugades por séries de poténcias parte |
Respostas no final
Gabaritos na pagina do professor

Em cada um dos problemas de 1 a 14:

(@) Procure solucdes em séries de poténcias da equacéao diferencial dada em torno
do ponto dado xo; encontre a relagcéo de recorréncia.

(b) Encontre os quatro primeiros termos em cada uma das duas solugcdes y1 e y2 (a
menos gque a seérie termine antes).

(c) Calculando o wronskiano W(y1, y2)(Xo), mostre que y1 e y> formam um conjunto
fundamental de solucgdes.

(d) Se possivel, encontre o termo geral em cada solucéo.

L. v'—vy=0, x,=0

2. V'—-xy'—v=0, x;=0

3. VvV'-xv'—y=0, x;=1

4. Y v=0, x,=0, kconstante
5.

(l —xp"+y=0, x,=0

6. R+ —x'+4y=0, x,=0
7. y'+xy'+2y=0, x;=0

8. xy"+y +xy=0, x,=1

9. (1+xP"—4xy'+6v=0, x,=0
10. 4—x*p"+2y=0, x,=0

1. B=xp"-3x3'—y=0, x,=0
12 (I-xp"+x0'—vy=0, x,=0

13, 2y"+xy'"+3y=0, x;,=0

14, 2"+ (x+1p'+3v=0, x,=2



Em cada um dos problemas de 15 a 18:

(a) Encontre os cinco primeiros termos nao nulos na solucao do problema de valor
inicial dado.

(b) Faca graficos (utilizando algum software) das aproximacdes da solu¢cdo com
guatro e cinco termos no mesmo conjunto de eixos.

(c) Estime, a partir dos graficos no item (b), o intervalo no qual a aproximag¢éo com
quatro termos € razoavelmente precisa.

S 15, v"—xv'—v=0, »0)=2, (0)=1; vejaoProblema?2
J16. 2+ X" —xv'+4ry=0, w0)=-1, ' (0)=3; vejaoProblema6
J17. v+ +2y=0, w0)=4, v (0)=-1; vejaoProblema?7

° oo e

J18. (l=xp"+xv'—=y=0, w0)=-=3, ' (0)=2; vejaoProblema 12

19. (a) Fazendo a mudanca de variavel x — 1 =t e supondo que y tem uma série de
Taylor em poténcias em t, encontre duas solucdes da equacao

y' +(x-1)2y +(x*-1)y=0
em séries de poténcias de x — 1.

(b) Mostre que vocé obtém o mesmo resultado diretamente supondo que y € dado
por uma série de Taylor em poténcias de x — 1 e expressando o coeficiente x? — 1 em
poténcias de x — 1.

20. Mostre diretamente, usando o teste da razdo, que as duas solucées em série em
torno do ponto x = 0 da equacao de Airy convergem para todo Xx; veja o texto da aula.

21. A Equacao de Hermite. A equacao

/

y” -2xy’ +2y=0, -90<x<oo,

em que A é constante, € conhecida como a equacao de Hermite. Essa € uma equacao
importante em fisica matemaética.

(a) Encontre os quatro primeiros termos em cada uma de duas solu¢cdes em torno de
x = 0 e mostre que elas formam um conjunto fundamental de solucoes.

(b) Note que, se A for um inteiro par ndo negativo, entdo uma ou outra das solugdes
em série termina e torna-se um polinémio. Encontre as solucdes polinomiais para
A=0, 2,4, 6, 8 e 10. Note que cada polinbmio & determinado a menos de uma
constante multiplicativa.



(c) O polinbmio de Hermite Hn(x) é definido como a solucéo polinomial da equacao
de Hermite com A = 2n para a qual o coeficiente de x" é 2". Encontre Ho(X), . . .,
H5(X).

22. Considere o problema de valor inicial.

y’'=yJ1-y% y(0)=0

(a) Mostre que y = sen x é a solucdo desse problema de valor inicial.

(b) Procure uma solucao do problema de valor inicial em forma de série de poténcias
em torno de x = 0. Encontre os coeficientes dessa série até o termo contendo x3.

Em cada um dos problemas de 23 a 28, com a ajuda de um software, faga o grafico
de diversas somas parciais da solugcdo em série do problema de valor inicial dado em
torno de x = 0, obtendo, assim, graficos analogos aos apresentados nas aulas para
a equacéo de Airy em torno de x=0 e de x=1 (slides 10 e 20 da aula)

)23, y"—xy'—y=0, ¥0)=1, ' (0)=0: vejao Problema 2
D24, 24" —xv'+4y=0, wW0)=1, ' (0)=0; vejao Problema6

)25, y"+x'+2y=0, »0)=0, ' (0)=1; vejao Problema7
)26, (4—x"p"+2y=0, v(0)=0, ' (0)=1; vejao Problema 10

)27, y"+xy=0, ¥0)=1, ' (0)=0; vejao Problema 4
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)28, (1—xp"+x'=2y=0, p(0)=0, 1 (0)=1



RESPOSTAS

1. @ a,n=a/(n+2)n+1)

(b, d) 2 oxt Xt — X
yvix) =1+ —+ —+ —+--+= Z = coshx
: 2! 41 6! — (2n)!
3 .5 ‘,7 %0 }Zn+l
VX)=x+ — 4+ —+ —+--= = senh x
(x) 3r 5T — (2n + 1)!
2. (@) a,.,=a,(n+2)
(b, d) | X ¥4 x° Z.
vitx) =1+ =+ + +eoe=
o 2 7247246 £ 2nn!
( ) N )‘.3 . _\.5 N x? N = L ”!x2n+1
ya(x) = X + — - o= -
' 3 35 3:5.7 ”_0(2n+l)!

3. @) (n+2)apy — ey —a,=0
®y(x) =1+ 3 -2+ 2x =17+ Hx =D+
) =@ -D+ix-DP+ -1 + L -t

4. @ a,.,=Fa/n+4Hn+3), a=a;=0

oo 1 12 P k12
' (x) = B + _ + -
y1(x) 34 3478 3:4.7-811-12
B ® (_l),;;+1(k2",4)1n+1
= +mz=(:)3-4-7-8---(4m + 3)(4m + 4)
kaS k4x9 k6x13
y2(x) = x —

45 45809 45891213

o (_l)ln+1(k2x4)’"+l
x11
\’[ +24.5,8.9...(4"1-{-4)(4"1+5)

Sugestdo: Faca n = 4m na relag¢do de recorréncia, m=1,2,3,....

5.@(n+2)n+ Dager—nn+Dae1+a,=0, n21; a =- 1ag
b) v = 1142 _ 1,3 _ 1.4, ) =y 143 _ 1,4 1.5, .,
B) Yp(X) =1 =3%° = X" =X ++++ , PE) =X =X = X" = o2+

6. WAy, =—(N2 =2n+Na,/[2(n+1D)(n+2)], n=22, a=-a, a= —%al

, = T g 198 164 ..,
® yi(x)=1-x"+ zx 3(}.\ g
5 _ 19

N P, . ¥ ; S
yv2(x) = x — X + 10X fomX +
7. @) a,.,=-a/(n+1), n=0,1,2,..
(b, d) l '\'2 '\,4 ".6 . o - l)nx2n
nx)=1- —+ ~ — ik | g
: | 1-3 1-3-5 ,1_11-3-5---(2/1—1)



10.

11.

12.

13.

14.

[
h

16.

17.

3 5

x’

ya(x) = r—‘—+ Y
B 2 2.4

@@=+ 1Va., +a,+a,,)/(n+1)n+2),

ay, = —(ao + (11)/2

246

- “Zz I

n=1
n=12,...

=1
1 )n 2n+l

® yi(x) =1- 2(x—= 1>+ Lix— 13— S(x— DF+--

o) = (x = )= Jx= 1%+ Hx— 1) -
@ (n+2)n+ Da,. 2+ (@—2)n—

(b) y(x)=1-32. mx)=x-x

/3

@4n+2a,,—(n-2)a,=0; n=012,...

(b, d) 1‘?‘ 1.3 .‘.5 X‘T ‘,2::+1

() =1="=. y(¥)= Y= — - — — — ... _

y1(x) PR At T N YTy o Ty ¥ 2n-1)2n+ 1)
@3n+2a, ,—(n+1a,=0; n=0,1,2,...
(b, d) () = X P 3-5---2n-1) ,,

! , a . 24 41132 3~-%-11---(§n)
(v — < 3 10 Ao (an) 2n+1
Y200 = X4 GV et G e T o 1)
@) (1= 2)(n + Da, = (n+ Dna,+ (1= Da, = 0; n=0,1.2
(b, d) i ¥ @ 2 .

(X)) =14+ — 4+ —+ — 4+ + +-, px)=x

yi(x) * g q G 7 X ’,4 - 2,\2(2)

X X : -2n+ 2) ,
v(r—\——+———+ -+ (=1)" A+l
y2(%) 20 210 R YT P Y
@)2n+2)(n+ l)an+2 +(n+3)a,=0. n=0,1,2,...

(b, d) 3 3 3-5---(2n+ l)
yix)=1-=-x2 4+ —x* — — b+ 4 (=1)" X
1( 4 3 384 : 2"(2n)!
=3 ! = | y
r X X 4:6---(2n+ 2) ,
o) = = e g = o s i (1 g
y2(%) = 20 ~ 210 ) —@nt I

@ @2n+2)(n+ l)an+2 +3n+1)a,.,+(n+3)a,=

(b) _\‘1(.\’) =1- (\ =

y2(x) = (x = 2) - (r—2r ,Ax—
c@y=2+x+2+ 3

(¢) aproximadamente |x| < 0,7
@y=—1+ 3x+ x? -
(¢) aproximadamente |x| < 0,7
@y=4-x—-4x>+

(¢) aproximadamente |x| < 0,5

3a,=0; n=0,1,2,...

1
L= 1ds

6---(2n)

0; 1n=0,1,2;. .:

22+ 3(x =20 + H(x -2+

1.4
30+ Jxtse

3

2)° +

=X - l'\‘4+-..

3
'y 6

4.4

2 =2)%+
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8. @y=-3+2r— 3x* - Jx° - L
(¢) aproximadamente |x| < 0,9
1. @y (x)=1- 3(x= 1% S(x - D*+ Hx -1+
ya(x) = (x = 1) — 3(x = D* = H(x - 1)° + p(x - 1)" +---
1. A MA -4 MA =4 (A -8
(a) _\'1(.\’) -_ l = '?xz o %.\‘4 = ( 6)'( ).t6 il
A=2, (A-2A-6) 4 (A-2)A-6)Ar-10) ,
y2(X) = x — X’ + X’ - x'+
’ 3! 5! 7!
® 1 x, 1- 2% x— 3% 1- 4%+ 3t v - 370+ &n°
(¢) 1, 2x%; 4x% — 2, 8x° — 12x, 16x* —48x% + 12, 32x° — 160x° + 120x
22. (b)y=x—-x/6+ - -



