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NOCOES DE ESTABILIDADE

INTRODUCAO

O conceito de estabilidade esta associado a possibilidade de que peguenos erros
iIntroduzidos durante um procedimento matematico possam ser reduzidos a
medida que o procedimento continua.

Reciprocamente, ocorre instabilidade se pequenos erros tendem a aumentar, as
vezes, sem limites.

Por exemplo, identificamos, nas aulas 06_3, 06 4 e 06_6, solucdes de equilibrio
como (assintoticamente) estaveis ou instaveis, dependendo se as solucoes
inicialmente préoximas a solucdo de equilibrio tendem a se aproximar ou a se
afastar dela quando t aumenta.

Em geral, (ndo s6 para solucdes de equilibrio) a solucao de um problema de valor
inicial é assintoticamente estavel se solucdes inicialmente proximas tendem a se
aproximar da solucao dada, e é assintoticamente instavel se tendem a se afastar.
Visualmente, em um problema assintoticamente estavel os graficos das solucbes
Irao se aproximar, e num problema instavel, eles irdo se separar.




NOCOES DE ESTABILIDADE

INTRODUCAO

A abordagem para estudar a estabilidade pode ser numeérica (ver o capitulo 8:
Métodos numéricos, do livro de texto Equacdes diferenciais elementares e
problemas de contorno. Boyce W. E, DiPrima R. C.)...

... OU pode ter carater geomeétrico e nos levar a uma compreensao qualitativa do
comportamento das solucdoes, em vez de fornecer informacOes quantitativas
detalhadas (como a numeérica).

A seqguir veremos a abordagem geometrica (para a numerica consultar o livro de
texto acima mencionado)




NOCOES DE ESTABILIDADE

INTRODUCAO

A motivacao para desenvolver a analise geomeétrica € gque muitas equacoes
diferenciais nao podem ser resolvidas de maneira conveniente por metodos
analiticos, por isso é importante considerar que informacdes qualitativas podem
ser obtidas sobre suas solucdes sem resolver, de fato, as equacoes.

Vamos resumir alguns dos resultados que obtivemos até agora para sistemas
bidimensionais de equacdes lineares homogéneas de primeira ordem com
coeficientes constantes. Tal sistema tem a forma x'= Ax em que A € a matriz (2x2)
de coeficientes (neste caso) constantes e x € um vetor (2x1)

Nas aulas 06 _3 até 06 6 vimos que podemos resolver tais sistemas buscando
solucdes da forma x = &e". Assim, substituindo x na equacao x = Ax obtinhamos:

rée™ = A&e™t = ré§ = AE = (A—rDE=0



NOCOES DE ESTABILIDADE

INTRODUCAO

Desta forma, x = e € uma solucéao de x'= Ax sempre que r seja uma autovalor e
& um autovetor da matriz de coeficientes A.

Os autovalores r (como sabemos) sao obtidos resolvendo a equacao polinomial
det(A—7rI) =0 ....

....e 0S autovetores & sao obtidos (a menos de uma constante multiplicativa)
resolvendo a equacéo (A—rHE=0

As solucdes x para as quais Ax=0 correspondem as solucoes de equilibrio que
sao chamadas de pontos criticos (ja vimos que em geral separam o0S
comportamentos das solucoes)

Vamos supor que A é invertivel (ndo é singular), ou seja, que det A # 0. Nesse
caso X = 0 € o unico ponto critico do sistema. ;




NOCOES DE ESTABILIDADE

INTRODUCAO

A solucéo da equacao x = AX, N0 nosso caso (2x2), € uma funcao vetorial x = ¢(t)
gue satisfaz a equacao diferencial.

Como ja vimos, tal funcao ¢(t) pode ser considerada como uma representacao
parameétrica de uma curva no plano x;X..

Esta curva pode ser vista como uma trajetoria percorrida por uma particula em
movimento cuja velocidade dx/dt é especificada pela equacéao diferencial e o plano
X,X, € chamado de plano de fase, e um conjunto representativo de trajetérias é
chamado de retrato de fase.

Ao analisar o sistema x = AX, precisamos considerar diversos casos diferentes,
dependendo da natureza dos autovalores de A. Iremos caracterizar a equacao
diferencial de acordo com o padrado geométrico das suas trajetorias.

E importante familiarizar-se com os tipos de comportamento das trajetérias em
cada caso, pois eles sao os fundamentos basicos da teoria qualitativa (analise
geomeétrica) de equaclOes diferenciais.
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CASO 1. AUTOVALORES REAIS E DISTINTOS DE MESMO SINAL

Nesse caso, r; e r, sao ambos positivos ou ambos negativos e a solucao geral da

equacao x = Ax é: x = ¢, EDemit 4 ¢ @ rat

Suponha primeiro que r, < r, < 0 e que o0s
autovetores &1 e &3 sdo como mostra a figura.

Segue, que x — 0 quando t — <, Iindependente EQ)
dos valores de c, e c,; em outras palavras, todas E()
as solucdoes se aproximam do ponto critico na
origem quando t — . X
Se a solucao comecar (ponto inicial) na reta
contendo a origem na direcao de &Y, entdo c, = 0.
Em consequéncia, a solucdo permanecera nessa —
reta para todo t e tendera a origem quando t — .
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CASO 1. AUTOVALORES REAIS E DISTINTOS DE MESMO SINAL

Analogamente, se o ponto inicial pertencer a reta contendo a origem na direcao de
&2, entdo a solucao tendera a origem ao longo dessa reta.
Na situacao geral, € util escrever a solucao na forma:

X = Clz(l)erlt _|_ sz(z)erzt — erzt[clz(l)e(rl_rz)t _|_ CZE(Z)] x2A

Comor, —r,<0, para c, # 0 o termo c,§WMexpl—r) )
é desprezivel comparado com c,&§? para valores )
suficientemente grandes de t. S

Assim, quando t — <, ndo sO as trajetdrias se
aproximam da origem, mas o fazem tendendo,
também, a reta na direcao de §@. Logo, todas as
solucdes sdo tangentes a &2 no ponto critico, "
exceto as que comecam exatamente na reta na
direcdo de &1, O ponto é chamado no (ou atrator)
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CASO 1. AUTOVALORES REAIS E DISTINTOS DE MESMO SINAL

A figura da esquerda mostra diversas trajetorias no plano de fases. Alguns graficos
tipicos de x, em funcéo de t estdo esbocados na figura da direita, ilustrando o fato

de que todas as solucOes exibem decaimento exponencial com o tempo. O
comportamento de x, em funcéo de t € semelhante.

XoA X

~Y
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CASO 1. AUTOVALORES REAIS E DISTINTOS DE MESMO SINAL

O gue acontece quando t — —«?

Ainda supondo que r; <r, <0, e se ¢, # 0, entao o termo dominante quando t —

— 0 é erlt.

Assim, exceto pelas trajetdrias ao longo da reta
contendo €@, para valores de t negativos grandes
em modulo, as trajetorias tém inclinacoes muito
proximas da do autovetor §(1) (veja a figura)

Se r; e r, sao ambos positivos e 0 <r, <r,, entao
as trajetorias tém o mesmo padrdo no plano de
fases, exceto que o sentido do movimento € se
afastando do ponto critico na origem, em vez de se
aproximando. Nesse caso, X; € X, crescem
exponencialmente como funcdoes de t. O ponto
critico € chamado, novamente, de no ou de fonte.
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NOCOES DE ESTABILIDADE

CASO 2. AUTOVALORES REAIS COM SINAIS OPOSTOS

Supomos que r,>0 e r,<0 com a solucéo geral: Lembrando que [|x]| & a quantidade

ndo negativa (x, x)2, e € chamada de
— 1) ,rt 2) 1ot
X = le( JeTt + CZE( Je™ comprimento ou tamanho do vetor x.

Suponha que os autovetores &1 e &9 sdo como
llustrados na figura

Se a solucado comecar em um ponto Inicial na reta
contendo a origem na direcdo de &%, entdo ¢, = 0.
Em consequéncia, a solucio permanecera nessa reta
paratodot, e,comor; >0, ||X|]| = « quando t — <.
Se a solucao comecar em um ponto Inicial
pertencente a reta na direcdo de €@, a situacao sera
analoga, exceto que |[x|]| — 0 quando t — <, ja que r,
<0.

11
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CASO 2. AUTOVALORES REAIS COM SINAIS OPOSTOS

A Figura mostra alguns graficos tipicos de x, em funcao de t.

Para determinadas condicdes iniciais, a exponencial positiva esta ausente da solucao, de
modo que X, — 0 quando t — <,

Para todas as outras condicoes Iniciais, a exponencial positiva acaba dominando e faz
com que X, se torne ilimitada. O comportamento de x, é semelhante.

12



NOCOES DE ESTABILIDADE

CASO 3. AUTOVALORES IGUAIS

Vamos supor agora que r; = r, = r. Vamos considerar 0 caso em que O0S
autovalores sao negativos; se forem positivos, as trajetorias serao semelhantes,
mas 0 movimento sera em sentido contrario.

Existem duas possibilidades, dependendo se o autovalor repetido tem dois
autovetores independentes ou apenas um.

(a) Dois autovetores independentes. Neste caso a solucao geral é
x = ¢ EWe™ 4 ¢, EPet

A razado Xx,/x; € independente de t (pois e" se cancela), mas depende das
coordenadas de &% e &2 e das constantes arbitrarias c, e c,.

Logo, toda trajetoria esta contida em alguma reta contendo a origem (pois quando
t—0, todo tende a zero, que é a origem), como ilustrado na figura a seguir...

13




NOCOES DE ESTABILIDADE

CASO 3. AUTOVALORES IGUAIS

Toda trajetoria estad contida em uma reta contendo a origem.
Graficos tipicos de x; ou x, em funcéo de t aparecem na figura da direita. O ponto
critico € chamado de no proprio ou, algumas vezes, de ponto estrela.

x = c;EWe™t 4 ¢, ¥ 2Tt

o

14
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CASO 3. AUTOVALORES IGUAIS

(b) Um autovetor independente. Neste caso a solucao geral (como ja vimos na

aula 06 _6) é

X =ci&e™ + ¢, (Ete™ + ne™)

em que § € o autovetor e n é o autovetor generalizado associado ao autovalor

repetido.

Para t grande, o termo dominante & c,gte"
(pois tem t no produto). Assim, qguando t —
« todas as trajetorias tendem a origem
(pois r<0), tangentes a reta na direcao do
autovetor &.

Isto é verdadeiro, mesmo quando ¢, = O,
pois, nesse caso, a solugcao x = c,gem
pertence a essa reta.

o€

fcrescente \ -

Xod
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CASO 3. AUTOVALORES IGUAIS

(b) Um autovetor independente. Neste caso a solucao geral (como ja vimos na

aula 06 _6) é

X =ci&e™ + ¢, (Ete™ + ne™)

em que § € o autovetor e n é o autovetor generalizado associado ao autovalor

repetido.

Analogamente, para valores de t negativos
grandes em modulo, o termo c,gte™ e,
novamente, dominante, de modo que,
quando t — -, a inclinacdo de cada
trajetoria tende a inclinacao do autovetor &.
A orientacao das trajetorias depende das

posicoes relativas de ¢ e n como veremos
a seqguir...

o€

fcrescente \ -

xg.h
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CASO 3. AUTOVALORES IGUAIS

Para localizar as trajetdrias, € melhor escrever a solucéo na forma:

X = (c;&+ com + c,€t)e™ = ye™t

Note que o vetor y determina a direcao e o
sentido de x, enquanto a quantidade escalar
e afeta apenas a magnitude de x (tamanho).
Observe também que, para valores fixos de
C, € C,, a expressdo para y € uma equacao
vetorial da reta contendo o ponto c,§ + c,n
(quando t=0) e paralela a g.

Utilizamos este fato para desenhar as
trajetorias das solucdes para valores fixos de
C, € C, da seguinte forma:

V=184 com+cyét

17
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CASO 3. AUTOVALORES IGUAIS

Desenhe a reta fornecida por (c,§ + c,n) + c,§t e note o sentido do movimento
quando t cresce nessa reta. A figura mostra duas dessas retas, uma parac, >0 e
outra para ¢, < 0 (lembre que c, e ¢, sao dados). A seguir, observe que a trajetoria
dada contém o ponto c,§ + c,n (ponto vermelho na figura) quando t = 0.

Além disso, quando t aumenta, o vetor x tem x4
0 mesmo sentido de y, mas quando t o
aumenta o tamanho de x decresce c28
rapidamente e tende a zero, devido ao fator
exponencial decaindo e (r<0).

fcrescente \ -

Finalmente, quando t tende a —«, 0 sentido —= ==
de x é determinado pelos pontos na parte »;,:;;D ¢25
correspondente da reta, e o tamanho de X e

tende a Infinito. Dessa forma, obtemos a
trajetoria em preto da figura. >0 .
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.‘L‘li

CASO 3. AUTOVALORES IGUAIS

Graficos tipicos de x, em funcao de t aparecem na

figura ao lado

Xoh / ¢
[ crescente

Na ultima figura é apresentado um caso de plano de
fases para outro n. O raciocinio € o mesmo do slide
anterior (mas agora para outro n).

Quando um autovalor duplo tem um unico autovetor
iIndependente, o ponto critico € chamado de no

Improprio ou degenerado.
[ crescente 19
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CASO 4. AUTOVALORES COMPLEXOS (PARTE REAL NAO NULA)

Suponha gue os autovalores sdo A iy, emque Ae ysaoreais, A\#0e u>0.
Poderiamos escrever a solucdo geral em termos dos autovalores e autovetores,
como ja vimos anteriormente em outras aulas (aula 06 4). No entanto, vamos
proceder de modo diferente.

Vamos considerar o sistema abaixo e sua forma escalar ao lado

' ( A H) X PN x1 = Axq + ux; x; = rcosf
Xy = —UX1 + Ax X, = rsenf

Vamos introduzir as coordenadas polaresr, 8 dadas por r2=x#+x% tanf = x,/x;
Diferenciando essas duas equacodes respeito da variavel t obtemos:

dry\ dx, dx, , (A0 x1(dx,/dt) — x,(dx, /dt)
2r<dt)—2x1<dt)+2x2<dt) sec H(dt)_ 7

20
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CASO 4. AUTOVALORES COMPLEXOS (PARTE REAL NAO NULA)

Outra forma de escrever as duas ultimas equacoes

dr dxq dx, do x1(dx,/dt) — x,(dxq/dt)
2r [ — | = 2%, [ == | + 2%, [ =2 29— =
(@) (@)@ =ol@)- "
é: rr’ = x1x7 + XX (sec?0)8’ = (xyx5 — x,x1)/x%

. Xy = Axq + ux
Substituindo  7* 1T 2 emr! = X1X1 + Xp,x, obtemos: r' = Ar
X, = —uxq + Axy

E sua solucdo é: r = cet

Substituindo 1~ AX1+ X2 am(sec2 6)60' = (x,x, — x,%)) /22 =  60'= —pu
xz = —Uxq + sz

Esuasolugaoe: g =—ut+ 0, 6, = 6(0)

21
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CASO 4. AUTOVALORES COMPLEXOS (PARTE REAL NAO NULA)

r = cet 0 =—ut+6, 6,=20(0)

Estas equacOes acima (solucdes) sao equacdes paramétricas
em coordenadas polares das trajetorias do sistema.

Como p > 0, segue, que B diminui quando t aumenta, de modo
gue o movimento na trajetoria € no sentido horario (o angulo 6 é
medido a partir do semieixo positivo de X,).

Quandot— ~vemosquer —-0seA<Oequer— xselA>D0.
As trajetorias sao espirais _que tendem ou se afastam da
origem, dependendo do sinal de A.

Ambas as possibilidades estao ilustradas nas figuras ao lado.

O ponto critico € chamado de ponto espiral nesse caso. Os
termos sorvedouro espiral e fonte espiral sdao usados,
frequentemente, para se referir a pontos espirais cujas trajetorias
se aproximam ou se afastam, respectivamente, do ponto critico.

X1 = rcos6
X, = rsenf

22
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CASO 4. AUTOVALORES COMPLEXOS (PARTE REAL NAO NULA)

Entao, as trajetérias sao espirais que tendem ou se afastam da origem,
dependendo do sinal de A. Ambas as possibilidades estao ilustradas nas figuras
junto com alguns graficos tipicos de x, em funcéo de t.

De modo geral, as trajetorias sao sempre espirais para gqualguer sistema com
autovalores complexos A £ iy, em que A # 0. Elas estao orientadas para dentro ou
para fora, respectivamente, dependendo se o sinal de A € negativo ou positivo.
Podem ser alongadas e retorcidas em relacao aos eixos coordenados, e o0 sentido
do movimento pode ser horario ou trigonométrico (anti-horario).

X1 X, XA
ﬁ

) 1.

(.
S

(7=
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CASO 5. AUTOVALORES IMAGINARIOS PUROS

Nesse caso, A = 0 e o sistema do caso anterior se reduz a

0 X1 = UX
< = ( u)x o 1= X
—u 0 Xy = —HXq
: : X1 =1rcos6
Novamente vamos introduzir as coordenadas polares r, 8 dadas por X = rsend
, =
e chegamos (da mesma formacomonocaso4)a:. r=c 0 = —ut + 0,

Logo, as trajetorias sao circulos centrados na origem, percorridos no sentido
horario se y > 0 e no sentido trigonometrico se u < 0.

Um circuito completo em torno da origem € feito em um intervalo de tempo de
comprimento 21/y, de modo que todas as solucbes sao periodicas com periodo
211/, O ponto critico € chamado de centro.

24
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CASO 5. AUTOVALORES IMAGINARIOS PUROS

Em geral, quando os autovalores sao imaginarios puros, € possivel mostrar (veja o
Problema 19) que as trajetorias sao elipses centradas na origem. A figura mostra
uma situacéao tipica e inclui, também, alguns graficos tipicos de x, em funcéo de t.

XA X7 4

=\
S

A seguir sera apresentado um resumo dos cinco casos analisados e de como é
possivel examinando as figuras das trajetorias, chegar a certas conclusdes sobre o
sistema de equacoes estudado e suas solucoes... e
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RESUMO

1. Quando t—w as trajetorias se comportam de alguma das seguintes formas:
»  Se aproxima de infinito
»  Se aproxima do ponto critico x=0

»  Repetidas vezes percorre uma curva fechada, correspondente a uma solucéo periodica, em torno
do ponto critico

2. As trajetorias nunca se interceptam e por cada ponto do plano de fases (X,, Vo)
passa uma unica trajetoria

3. A Unica solucdo que passa pela origem € a solucédo de equilibrio x=0. Outras
solucdes podem se aproximar mas nunca chegam a origem.

XA XA XA
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RESUMO

1. Quando t—»w 0 conjunto de todas as trajetorias € tal que uma das trés

situacOes a seguir ocorre:

» Todas as trajetdrias se aproximam do ponto critico x = 0. Esse € o0 caso quando os autovalores
Sao reais e negativos ou complexos com parte real negativa. A origem € um né atrator ou um
sorvedouro espiral.

» Todas as trajetorias permanecem limitadas, mas nao tendem a origem. Isto ocorrera quando 0s
autovalores forem imaginarios puros. A origem é o centro

» Algumas trajetorias, e, possivelmente, todas as trajetorias, exceto x = 0, tornam-se ilimitadas.
Esse serd o caso, se pelo menos um dos autovalores for positivo ou se 0s autovalores tiverem
parte real positiva. A origem € um no6 fonte, ou uma fonte espiral, ou um ponto de sela.

X4 XA XA
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UMNIVERSIDADE FEDERAL DO PARAMNA

RESUMO

A tabela a seguir resume todas as informacdes obtidas para sistemas 2x2 do tipo x'=Ax e sobre a estabilidade

da solucao de equilibrio x=0

Autovalores Tipo de Ponto Critico Estabilidade
n>rn>0 No Instavel
nh<rn<0 N Assintoticamente estavel
n<0<n Ponto de sela Instavel
n=rn>0 NO proprio ou improprio Instavel
nh=r<0 NO proprio ou improprio Assintoticamente estavel
r.=hxi Ponto espiral

L=0 Instavel

L=0 Assintoticamente estavel
n=ig,rn=—i Centro Estavel

28
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Lista de exercicios disponivel em:

Disciplina TE315 (Equacoes Diferenciais para Engenharia Elétrica)

Gabaritos disponiveis no mesmo endereco
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